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PROLOGO 


El Algebra Abstracta, con la introducción 
de las Estructuras Algebraicas, ha exigido una 
actualización del tratamiento tradicional, de 


muchos tópicos de Algebra Clásica. 


Las presentes notas, redactadas en este 
nuevo espíritu, han sido especialmente prepara- 
das para los alumnos de la Escuela de Ingeniería 


de la Universidad Católica de Chile. 


Este trabajo no tiene pretensión ninguna 
y él habrá cumplido su finalidad fundamental, si 
resulta de alguna utilidad a esa juventud capaz, 
estudiosa y entusiasta, con la cual he tenido el 
privilegio de convivir en las aulas, durante 


muchos años. 


Mario Raúl Azócar 


Santiago, Mayo de 1969. 


EL CUERPO DE LOS COMPLEJOS 


La noción de cuerpO. 

La idea de campo o cuerpo es un concep- 
to fundamental del algebra, que trataremos de presentar me- 
diante la introducción de algunas definiciones. 

DEF. 1 
Se llama operación binaria en un conjunto no vacio: 
S = {a; B, Ye å, a) 


a todo criterio (*) que asigne a cada par ordenado (a,fR) de 


elementos de S un único elemento a + B de S. 


Veamos un ejemplo. Tomemos el conjunto Zz? de los nú- 
meros enteros positivos y para cada par ordenado (a,B) de 
elementos de Zt, asignemos un elemento también de zt, median- 
te el criterio siguiente: 


24g Y aezt. pez 


a *Bg=a 
De acuerdo a esta operación binaria, tenemos 


4*5=164+5=21 5*4=254+4=29 


DEF. 2 


Llamaremos grupoide toda pareja (S, *) formada por 
un conjunto no vacío S y una operación binaria (*) defini- 


da en S. 
DEF. 3 


Una operación binaria (*) definida en un conjunto no 


vacío S se dice conmutativa si 
a *Bg=pBxt*tc<u ¥Y aes »?. Bes 


Veamos un ejemplo. Tomemos el conjunto Z de los ente- 


ros y consideremos en él, las dos operaciones siguientes: 
a *g=0q8 +1 5%*4=20+ 13 21 


A a re 
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Entonces. como el producto ordinario es conmutativo 


q 


lo mismo PRET la operación (*) y como la resta no es 
conmutativa, la segunda operación tampoco lo es. Así tene- 


mos: 


a*eg=8gta y a BABOe“Ya 


Una operación binaria (*) definida en un conjunto no 


vacío S, se dice asociativa si 
(a * B) *y=gqg * (B *-* Yo aes, Bes, res 


Veamos un ejemplo. Tomemos el conjunto IR de los nú- 


meros reales y definamos en él las operaciones: 


a*gsga+B+ 5 3*4 


34+ 4+4+5= 12 


24a- B 30.4 
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Haremos ver que (*) es asociativa, en efecto: 


il 
tl 


(a + B) + y= (a+ B8+5) *y=0+8+5%+y+5= a+B+y+10 


a * (B * y) 


a: (B + y + 5) a+tBß+ty+t5++5 a+B+y+10 


Contrariamente veamos que (+) no es asociativa 


(a o B) o Y (2a - B) o y 4a - 28 - y 


2a - 28 + dy 


i 
i 


ao (Bo y)= 0.0 (28 - y) 


y 


DEF. 5 


Un grupoide (S, *) tiene elemento identidad para la 


operación (*) si existe un elemento € € S tal que: 
ate=e*ra=a vo aes 


De acuerdo a esta definición es inmediato que el gru- 


poide ( R, +) admite al cero como elemento identidad, pues: 


a +0=0+0u0s=«u y a € IR 
Contrariamente el grupoide (Zt, +) no tiene elemento 
identidad o elemento neutro, pues el conjunto 2+, de los 


enteros positivos, no contiene al cero, 


También resulta inmediato que el grupoidé (3R/”- ) tis- 


ne al uno (1) cómo elemento neutro, pues: 


1 - a =Q4.1l=«Uu Y q € ,R 


Sea (S, *) un grupoide con elemento identiáad e, "Un 
elemento a de S se dice que tiene inverso bajo: ja pperación 
(+) si existe én S algún elemento a', tal quer 

a *a!=qa! *a=E€ 
El grupoide (R, +) tiene como elemento neutro al cero 


y cada elemento de” R, es decir cada número real tiene in~ 


verso bajo la operación suma (+), pues sabemos que: 
a + (- 0) = (- 0) +0=0 y a € R 


Similarmente el grupoide ( IR, *,) tiene como elemento 
identidad al uno (1) y cada elemento a * 0 tiene inverso 


bajo la multiplicación, ya que: 


i E Ez 
a a= 1 Y 0%0Q0€ rR 


ul 
a 


l : Cde E dEl 
Veamos ótro ejemplo. Tomemos arbitrariamente en el 
conjunto IR - (0, 1) un elemento a y consideremos el conjun- 


to 
S = (0% | kez} 
entonces el grupoide (S, -) es conmutativo, pues: 


A A A E Y es E 
18.7 107 - a Vv Yv vy? d *“* 4 e 


este grupoide (S, *) tiene como elemento neutro, a, ya que 
A a a y a eS. nez 
finalmente todo elemento de S tiene inverso, en efecto: 
Ka al = a a =g kd aesanez 


DEF. 7 


Sea (S, *, +) un sistema algebraico formado por ur 
conjunto no. vacío S y dos operaciones binarias (*) y (0), La 


operación 1%) geo distributiva sckhre le operación (*) si: 


u 


a o (B * y) =la o 8) * (a oy) 


y aes, Bes, yeS. 


(B * y) oa= (B o a) * (y e a) 


Es inmediato que en el sistema (MR, +, +) la multipli- 


cación (+) es distributiva sobre la suma, (+) pués sabemos que: 


i 
e 
mw 
+ 
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a - (B + Y) 
y 0 € IR, BE IT, YE IR 
(B + y) a =8f"* a + y «+ QU 


Veamos otro ejemplo. En el conjunto Z de los números 


enteros definamos las operaciones: 


a*g=a + 28 a. B= 2a * 8 


Mostraremos que la operación (°) es distributiva sobre 


la operación (*), en efecto tenemos: 


a o (B * y) =00 0 (B + 2y) = 20 * (B + 2y) = 20-8 + da. y 
(a < B) * (à o y) = (2a > B) * (2a +y) = 20-»B + 4a-y 


Considerando que la operación (+) es conmutativa no 


es necesario verificar la distributividad por la derecha. 
DEF. 8 AR 
Un campo o cuerpo es un sistema algebraico (S, +, °) 


constituído por un conjunto no vacío S y dos operaciones 


binarias (+) y- (+) tales que: 
(Al a+ B=8+d0 Y ae brges 


(A2) (a + 8) + y=0+ (B + y) Y aeS, ges, yes 
E 


(A3) me €S; tal que a+rz=a Y aes 


Fant 
i 


(A4) Y 


(M1) a" B=ßfß -a y aes, Bes 


aes, pes, yes 


1i 
e 
D 
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(M2) (a -» B) * y 
(M3) 4 10 S, - UXE, tal que; a paq" o RS 


fe gates talque .9.097= y 


(M4) Y a € Sy, 


(D1) a * (B+y)=a* B +a’ y Y aeS, BES, yes. 


De acuerdo a esta definición, tenemos que en todo cuer- 


po (S, +, *) los grupoides (S, +) y (S - le), +») son conmu- 


(€) para la suma y (H) para la multiplicación. Además cada 
elemento de ellos, tiene inverso en cada una de las opera” 


ciones. Finalmente la multiplicación es distributiva sobre 


' la syma. AE 
Coma ejenn ton de campos podemos A los siste- 

mas (QM, +, *) y (R, +, +) donde Q es el conjunto de los 

racionales y R el conjunto de tos reales; o> 
Terminaremos estas ideas mostrando que el tocara 


(S, +, *), dondes. ` 


s= la+by5 laennb:é 0) 


es un campo. 


Comencemos verificando que la suma de dos elementos 


de S es un elemento de S, en efecto si: i 
asza+b ys y Bse d Vs 


tenemos: 


Y 


O E A E E [EA eS 
~ T p ME S E T N TESS na 


Además los axiomas (Al) y (A2) son inmediatos y obvia- 
mente el elemento neutro de la operación suma, es e = 0+ 0 y5. 


Finalmente el inverso de a =a + b V5 es - (-a) = -a - b VER 


Comprobemog “ahora los axiomas de multiplicación, ha- 
ciendo ver préviamente que el producto de dos elementos de S 


es un elemento de S. Para: 


asat b \/5 y B= c+ a \5 


E 
tenemos R 


a+ 8 = (a+ B\/5) tc + 4/5) = (ac + 5 bd) + (ad + boy5 es 


Los dxiómas (M1) y (M2) son inmediatos y el elemento 
neutro para lá multiplicación es p= } + o\5. Ahora dado 
azat ps A €, busquemos un elemento al = x + y V5 


tal que: a * a 3 =. u =-1. Afirmamos que dicho elemento es: 


en efecto, tenemos que es existe, ya que por hipótesis sien- 
do a y b racionales no debe ocurrir que: al - 5b? = 0, pues 


si así sucediera llegaríamos a la afirmación contradictoria: 


= \5 con a eDAbenDp 


o'v 


que establece igualdad entre un racional y un irracional. 


Además: 


ata. = (a+ 205 pys 1 1+0V5= 0" 


Finalmente no es difícil verificar el axioma (D1), 


con lo cual quéda probado que (S, +, *») es un cuerpo. 


El Cuerpo de lós Complejos. 


En este párrafo nos proponemos introducir el campo de 
los números complejos, cuerpo que es de fundamental importan- 


cia en el estudio de la matemática. 
DEF. 9 


Llamaremos número complejo toda pareja ordenada (x, y) 


de números reales. 


10. 


De acuerdo a esta definición, son números complejos, 


cada uno de los elementos del conjunto 
€E=((x, y) | xe Raye Rn} 
DEF. 10 


Dado un complejo (x, y), el número real x se dirá 
parte real del complejo, el número real y se llamará parte 


imaginaria del complejo. 


Llamando z al complejo (x, y), o sea si z = (x, y), 


es corriente emplear la notación siguiente: 


x = R (2) y I (z) 
DEF. 11 


Dados dos complejos z= (x4r y1) 


< 
N 
N 
a 
N 
< 
N 


diremos que ellos son iguales: 

si y solo si Xy = X e Y1 F Y, 
Teniendo presente que la igualdad de números reales 

es refleja, simétrica y transitiva; de acuerdo a la defini- 


ción precedente, resulta inmediato que la igualdad “de núme- 


ros complejos también posee estas propiedades. 
DEF. 12 


Dado un número complejo z = (X, y), llamaremos com- 


11. 


plejo opuesto de z, al número complejo: -z = (-x, - y). 
DEF. 13 
Liamaremos complejo nulo, al complejo (0, 0) = 8 


Trataremos ahora de dar al conjunto ¢ de los números 
complejos la estructura de cuerpo.. Para ello es necesario 
introducir dos operaciones binarias, suma (+) y producto 
(-) de tal modo que ellas verifiquen las condiciones (A), 


(M) y (D) expresadas en la definición de cuerpo. 
DEF. 14 


Dados dos números complejos 24 = (Xy + Y 1) Y 22 = 


(Xa, Ya), llamaremos suma de ellos al número complejo: 
2 2 
+z, = (x; + Xo or Yı + Ya) 


Teorema 1 


12. 


(a) Zi + 2» bl (x4 + Xar Yı + Y 2) = (x, + Xi’ Yə + Y4) =Z,+ Zi 


(b) (2, + 22) +23 = (X, + Xg Yy + Yo) + (x3 7 Y3) 


(x4 + X3 + X3; Yi + Y> + Y3) 


= (x t x3 + X31 Yı + Y, + Y y) = 2q+(2),+ 23) 
(c) z +0= (x, y) + (0, 0) = (x + 0, y + 0) = (Xx, y) = z 


td) z + (=z) = (x, y) + (-x, -y) = (x - Xx, y 7 y) = (0, 0) = 9 


Corolario 

El grupoide (ft, +) es conmutativo (Al), asociativo 
(A2), tiene elemento neutro (A3) y cada elemento z € ¿ tiene 
un inverso (-z) € ¢ (A4). 
DEF. 15 

Dado un complejo z = (x, y) A 0, llamaremos recíproco 


de él, al complejo: 


13. 


Continuando con la idea de dar al conjunto ¢ de los 
números complejos la estructura de cuerpo, introduzcamos 


ahora la operación producto (:) 
DEF. 16 


Dados dos complejos z} = (xj; Y.) Y Z3 = (X21Y 9) 1 


llamaremos producto de ellos, al complejo: 
LA O T 
Teorema 2 


ta}. Z4 ° Z = Z, ° 2] 


(c). Z  "u=z siendo u = (1, 0) 
(a). z-2+=u Voz AX0 

Dm. 

(a). 27 Se 2» = (xir Y 2) (Xar Y3) 


14. 
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lA | 
Xa = Yy Yo Xy = Xj Yot X3 Yj Y3v 
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(c). zu = (x, y) (1, 0) = (x - 0, 0 + y) = (x, y) = z 
de zez = a o e Y) 
x Y X 5+y 
z xry? Xy + XY) G oeu 
r 
TREY A 


Corolario 


El grupoide (¢ - {Ə} , +» ) es conmutativo (M1), aso- 
ciativo (M2), tiene elemento neutro (M3), y cada elemento 


z % 0 tiene un inverso z` e q (M4). 


Teorema 3 


1 2 1 
Dm. 
27* (Z, + 23) (xy, + Y 7) (x, + x3 
= (x}X%t XX37 YY" 


ds e 


(x4r Y 4): (X37 Y 2) + 


Este teorema nos muestra que 
jos es distributivo sobre la suma. 
Teorema 4 

El conjunto ( de los números 
ca) 


operaciones suma (+) y producto 


Dm. 


2 1 3 
FA 
Yia o ra T 
Xy Yz t Xa Y4) + 
E E o 


(y 1 Y 4) x Zar Y3) 


el producto de comple- 


complejos junto con las 


TEF 
CHN 


Un cuerpo. 


La tesis propuesta es consecuencia inmediata de los 


tres teoremas anteriores. 


16. 


DEF. 17 

Un subconjunto no vacío S de un cuerpo (K, +, *) se 
dice subcuerpo de K si y sólo si (S, +, *) es cuerpo. 
Teorema 5 = : 

El conjunto de los números complejos de la forma 
(x, 0) es un subcuerpo de ft. 
Dm. 


ro 


Mostraremos primero que la suma y el producto. de dos 


elementos del conjunto 
Ey = zeg | z= (x, 0) - x € IR) 


es también elemento de to: En efecto, tenemos 


(x, + Xz: O + 0) = (Xy + Xa: 0) 


(x4: 0) + (x>1 0) 1 


(xjr 0) * (xs 0) = (%,X,+ 0, x,0 + x20) = (x,X2, 0) 

Ahora como todo número z de Èo es número de ¢, nece- 
sariamente los elementos de to verifican todas las propie- 
dades (A), (M) y (D) contenidas en la definición de cuerpo, 
de aquí entonces que to es un subcuerpo del Laere ¢ de los 


números complejos. 


17, 


Observación 

Entre el cuerpo (Eos + , ») de los complejos de la 
forma (x, 0) y el cuerpo ( R, +, -») de los números reales, 
se puede establecer una correspondencia biunívoca que haga 
qorresponder a cada elemento de to un elemento de IR y re- 
ciprocamente a cada elemento de R un elemento de (y, en 
acto, para ello basta asociar al complejo (x, 
ro real x y al número real x, el complejo (x, 0). 

En estas condiciones los cuerpos (Ear +, °) y (R, 
+, *) tienen idéntico comportamiento frente a la suma y al 


producto (cuerpos isomorfos). Sólo hay diferencia de nota- 


ción, pues operando en el cuerpo to, se tiene: 


(x, , 0) + (Xa? 0) (xy + Xar 0) 


: (ga 2 $ (xa: 0) = (xi Xar 0) 
y similarménte operando en el cuerpo R, resulta 
x 


1 + X, = (xi + x,) 


Xi * Xx, Xi X3 
Deseosos de tener un simbolismo operatorio simple 
y expedito, eliminaremos esta teórica dualidad, tomando la 


definición siguiente: 


18. 


Los números complejos de la forma (x, 0), o sea de 


componente imaginaria nula, serán iguales al real x, o sea: 
(x, 0) = x y xe IR 
De 'acuerdo a esta definición tenemos que: 
g = (0,0) = 0 y u= (1, 0) = 1 
por esta razón en lo sucesivo en lugar de escribir: 
zZ*+0=_2 pondremos z+ 0=z 
z euz z pondremos zo 1=_2 
DEF. 19 


Los números complejos de la forma (0, y) se dirán 
imaginarios y llamaremos unidad imaginaria al complejo: 
i = (0, 1) 
Teorema 6 
p(x, y) = (px, py) = (x; YIp 
Dm. 


vaaan 


p(x, y) = (p, 0)°(x, y) = (px - 0y , py ~- 0x) = (px, py) 


19. 


Además como: 

p(x, y) = (p, 0)*(x, y) = (x, y)’ (p; 0) = (Xx, y)P 
queda aprobada la tesis propuesta. 
Teorema 7 


(x, y) = x + ly 


Dm. 
(x, y) = (x+ 0, 0+y)= (x, 0) + (0, y) 
(x, y) =x + (0, 1) y = x + ly 

DEF. 20 


Sea z = (x, y) un complejo no nulo y n un entero po- 


sitivo, entonces: 


z0 = 1 zl = 2 ¿n+l = z? .z 
' Teorema 8 
i? = -1 qe = -~-i iê = 1 
Dm. 

i2e io 1= (0, 1) + (0, 1) = (-1, 0) = - 1 

RI 0 i a 2 X 
1 = ji . j = (-1, 0) (o, 1) a (0, -1) O (0, 1) = =i 
if =1?. is (0, -1) + (0, 1) = (1, 0) = 1 


20. 


Corolario 


Si n es número entero positivo, se tiene: 


„4n 1 


i ES ¿An+1 


¿En+2 y jant 


; =i ; A 


Observación 

Sabemos que R es un campo ordenado, es decir, en 
R es posiblé: definir una ralación de crden, que se expresa 
por el símbolo (<) "menor que" y que satisface las siguien- 


tes propiedades: 


(01). Para cáda par de elementos a y b de IR, es válida una 


y sólo una de las expresiones: 


a<b a=b b<a 
(02). a<b a b< c => a<c 
(03). a < b ==> atc < b+c 
(04). a< b A 0< ce ==> ac < bec 


Mostraremos a continuación que en el cuerpo ( de los 
números complejos no es posible definir una relación de or- 
den. En efecto súpongamos que en f hay una relación de orden. 
Haremos ver que aprovechando los axiomas (03) y (04) es 
posible. mostrar que no se verifica el axioma (01) de la tri- 


cotomía. 


3. 


21, 


Consideremos los números i y 9. Obviamente se tiene 


1 A0. Supongamos i < 0, entonces por axioma (03) tenemos: 


i + {~ 1) < 0 + (- 1) o sea 0< - 1 


ka 


De aquí por axioma (04) resulta: 


(=i) 0 < (-1)(-1) o sea 0:< i? = -1 


- Y aprovechando nuevamente el axioma (04) tenemos: 


0(-1) < (-1)(-1) osea 0<4 
“Asi hemos establecido.. que i < 0 implica 1 > 0 y esta conclu- 
sión contradice el axioma (01). 

En forma similar se puede probar que 0 < í implica 
0 > i, de áquí entonces que el campo È es un campo no orda- 


nable. 


Módulo de un número complejo. 
DEE. 21 a E | 
Llámase módulo de un número complejo z = (x, y), al 


número real no negativo: 


lzl = 4 Jx? + y? 


De esta defínición resulta inmediato que: 


22. 


R (z) g |z] osea X < Y + y? 
I (z) < |z| A E E oe 
Teorema 9 
z=0 si y sólo si |z| = 0 


Si z= 0 = (0, 0), obviamente se tiene |z| = 0. 


cíprocamente supongamos que |z| = 0, entonces tenemos: 
2 2_ 
x* + y“ = 0 de donde x=-yvs=0 
osea z = (0, 0) = 0. 


DEF. 22 


Dado un número complejo z = (x, y), llámase complejo 


conjugado de z, al número complejo z= (x, - y). 


Teorema 10 


Ni 
i 


|z| 


ļ-z| = |z| y 


Teorema 11 


o 
o 

N 
N 
u 


(x, y) + (x, -y) = 


(x, yel, y) = +y? 


(xf + yf, 0) = 


(2x, 0) = 


23, 


2x = 2R(2) 


y ~ Xy + Xy) 


«e + y” = izl 


ZI FZ = Z +2) 2] © Z, = Z4 * Z3 
Dm, 
Tr a E 
= (Xy 07 Y1? + (X) 1 "Y 9) y + Za 
(b) z4 * z3 = (%, x37 Y} Ya + *1 Y2 + %3 Y) 
Z1 © Z% = (Xy x37 Y4 Ya > X1 Y2 7 X2 Y1) 
Zi t $2 = (xg = Ya) t (tg 7 Ya) = 27 * Z3 


Teorema 13 


EN ? Za | 


z |z, | [zal 


de donde tomando la raíz 


tesis: |z} > z,| = [z4] 
Corolario 
Z "2 = 
En efecto Zy * 22 = 
decir EZE |z, l =0 yc 
de donde Z, = 0 
Teorema 14 
EN + Z, 
Dm. 
2 
|z; + z3 | = (2, + 2, 
2 = 
|z; + z,| =Z, *Z, 
2 2 
lz + z21%= [2,1% + 


24, 


(29 * Z3) = [2,1% [als 


cuadrada positiva se obtiene la 


Iz, 

0 con 27 XA O , implica Z) = 0 

O implica |z; * z, | =0, es 
omo  |z,| #ž 0, resulta que |z| = 0, 
jeda e 

) e (24 + Z3) = (z4 + 22)" (24 + Z3) 
+Z * Z, +Z * Z, +Z, Z] 

|z, l + (2, * 2) + (24 * 7) 


20% 


Ahora la suma de un complejo y su conjugado es el 


doble de la componente real del complejo, luego: 
(z * Z) + (Z ° Z) = 2R (z; * E l2, * Zl 
o sea 
(z * z 2) + (2, z 2) < 2 Izl lz] = 2 EN [z,| 
Volviendo a la igualdad anterior resulta 
2 2 2 
EM T z,| $ [z, | + EN + 2 Iz,lIz>| 
2 2 
EN + z >| N l |z, | + [zD 
y de aquí tomando la raíz positiva, queda: 
lz} + 221 < 12,1 + 122) 


Teorema 15 


-1 A -1 1 
z0 = — |z “| = — Y z#ž0 
oals |z] 
Dm. 
De inmediato tenemos que 
-1 xX - 1 z 
(a). 2 Y + O ya e 
x + y? Ar |z| al 
wr. [27*|- mal dal a da ae 
|z] |z| lz] |z] 


26. 


Teorema 16 


Para todo Zi FO y Z3 AÁ 0, se tiene que 


S eo al -1 , , ~1 
(2, 22) = zi Za 
Dm. 
aso a n E O 
2 
|24’ z| |z, | ple EN |z,| 
F sis -1 
Fuzi 22 
Teorema 17 
(7l) = (23)? 
Dm. 
-=I Z z Z -1 
(z 7") = (—| ş) = —= — = (z2) 
2 2 =12 
|z| |z| |z| 


Diferencia y Cuociente de Números Complejos. 
DEF. 23 


Dados los complejos z= (x4r X3) Y zZz, = (x37 Y3) 


llamaremos diferencia entre 24 Y Z2 al complejo 


27. 


Teorema 18 


Z4 T Z4 = (Xy 7 Xor Yy 7 Y2) 
Z4 = (z1 7 Zo) + 2, 
Dm. 
la) 27 . Zo = Zi + (-z,) = (xi , Y4) + Exor 5 Y2) 


(b) (z4 - 27) + Z = Z] + (-2,) + Z% = 27 + [z,+2,]= Zi 


Teorema 19 


IA 
N 


Iz, | o [z3] < EM gr z, | 


Dm. 
(a) lz} -= zl = lz} + z| < Izl +l-z,l = 12,1 + 1221 
(b) [zl = |z} - z3) + z,| < lz; = zal + lz} 
Aprovechando los resultados obtenidos en (a) y (b) 
queda: 
EN |z, | < [z, G z,| < |z at [z,| 
DEF. 24 


Dados los complejos 2, = (Xy , Y1) Yy zj = 


(x3, Y 2) XA 0, llamaremos cuociente entre Zy Y 22r al pro- 


ducto de 21 por el recíproco de Zoe 


z 
jo por = , tendremos: 
2 


28. 


Ed al 
Za 2 
Tecrema 20 
z Z 
1 1 
-= = ¥ z, ž 0 27 0 
Z3 2, Zz 2 
Dm 
ZE 
1 A , el A E 
PE = (27 z) (z, z) (z “> Za )= Zi 
Teorema 21 
z | 
1 al 
25 [E 2 
Dm 
Zz |z | 
1 -1 1 1 
—— Romer 2 . z 2 2 = zZ Nara a 
Teorema 22 
z z 
1 T 
COTA oe ¥ z, #0 
Z3 73 2 
Dm. 
z z 
-1 - - = ml 1 
(2) (z1 ; 2> ) = Zi Zi $ (22) = z= 


Designando este comple- 
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Teorema 23 


Ta ¿al y z #0 
Z 
Dm 
Tez Grok o E a E a E A L 
Es ES = (1,0) ba = 1 2 = Z 
Corolario 
z 
2 2 S 
DEF. 25 


Sea z = x + iy un compiejo no nulo y n un entero po~ 


sitivo, entonces: 


z da 7 39 n 
z?” = (x + iy) D z [ix + iy) 1] = (z 1, 


DEF. 26 


Sea z = a + ib un complejo y n un entero positivo, 
llamaremos raíz n-ésima de z = a + ib, a todo complejo 


(x + iy) tal que: 


(x + iy)" =a + ib 


La raíz n-ésima de un complejo z = a + ib será indi- 


cada con cualquiera de las notacíiones: 


30. 


Forma trigonométrica de un complejo. 


Dado un complejo no nulo z = x + iy, teniendo pre- 


sente que: 
X x? 4 y? er y< w ry eT 
resulta: 
x y x2 y? 
-1 < X $ 1 -1 < E < 1 22 + 2 = 1 


expresiones que garantizan la existencia de por lo menos 


un ángulo ¢, tal que: 


ES 


= COS Q Z = sen ¢ 


DEF. 27 


Llamaremos argumento de un número complejo no nulo, 


z = x + iy, a un número real q, tal que: 
x= r cos ġ y = r sen 0 -T < HLE 
DEF. 28 


Llamaremos argumento del complejo nulo (0,0) al nú- 


mero $ = 0 


Para indicar que * es el argumento de un complejo 


Z, usaremos la notación: arg z = 4 


31. 


Aprovechando la noción de argumento, el complejo 


z= x + iy de módulo r =i x? + y? , Se expresa por: 


z= r (cos y + i sen 9) 
fórmula conocida con el nombre de forma trigonométrica del 


complejo z. 


La forma trigonométrica de un compléjo z, que también 
se suele llamar forma polar, corrientemente se abrevia po- 
niendo: 


z= r (cos ġ + i sen ọ) =r cis q 
Teorema 24 


Para todo complejo no nulo z = r(cos 4 + i sen 49) 


se tiene: 


Ni 
t 


r [ cos(-4) + i sen (-9)]) 


Ł = + [cos (-4) + i sen (-9) ] 


En efecto de z = (x , y) = rí(cos Q + i sen Q), resul- 


ta x= rcosó, y= r sen ġ, entonces: 


i 


z = (x, - y) (r cos 4, - r sen 0) 


H 


r [cos (- 0) + 1 sen (- 0)) 


32. 


A TO: ME s > 
Sa AS OS Y id sen (> p)) 
izi 
Corolario 
z = ricos $ + i sen 0), implica 
= 1 i 
arg z = - arg z arg 3 = = argiz 


Teorema 25 


Si zy = a cis o Y 27 = b cis B, se tiene: 
24 ° Z = ab (cosa + Bl+ i sen'a + B) = ab cis (a + 8) 
Dm 
Puesto que z= la cos a, a sena) y Z, = (b cos $, 


b sen 8) aplicando la definición de producto se tiene: 


Zi . 2, = (ab cos a cos KB ~ ab sen a sen B, 
, ab cos a sen B + ab sen a cos 8) 
27 vaa lab cos'a + 8 > ab sen a + B). 
a 3 eeoa f A 4 
27 $ 2, = ab (cos a + R + i sena + B) = ab cis (a + B) 


Corolario 1 
arg (zi + Z4) = arg z} + arg z, 
Corolario 2 


Si z = ricos 4 + i sen $) y k es número entero: 


33. 


zÉ = pK (cos k 4 + i sen k 4) 
Corolario 3 (Fórmula de Moivre) 
(cos a + i sen ay = cos ka + i senka 


Esta igualdad de uso frecuente se obtiene del coro- 


lario anterior: haciendo r = 1. 


Teorema 26 


si z ša cis a y Z, = b cis R XA 0, se tiene: 
z E m 
aa (cos a - B'+ i sena - B) = 2 cis (a - B) 
2) b b 
Dm. 
De inmediato se tiene: 
z 
EL HIG : ci A 
a =zZ «5 =acisa 5 cis (~ $) 
o sea: 
z a 
1.2 cis (a - B) = a (cos a - B + i sena ~ B) 
2, b b 
Corolario 


arg = arg Z} - arg zZ, 
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Teorema 27 


Si z = alcos a + i sena) y n es entero positivo: 


Lo = Aa (cos ass + isen 2 +21) 


con k = 0, 1, 2, Ie oroas (n - 1) 


Dm. 


Sea Afz = w=rY (cos q + i sen $), entonces por 


definición de raíz n-ésima de un complejo tenemos: 


r’ (cos nó + i sen nó) = a (cos a + i sen a) 


de donde: 
r sa nó = a + 2k1 


donde k es un entero. Despejando r y 9 e introduciendo los 


valores correspondientes en w = r cis ġġ, tenemos: 


nj” _n a + 2kT a + 2kT 
yz =-=UJa (cos ea e e 


El hecho que k sea un entero cualquiera podría indu- 
cir a creer que hay tantas raíces n-éximas como se desee. 
Haremos ver que solamente hay n raíces n-ésimas distintas, 
que pueden obtenerse, entre otros modos, dando a k los va- 


lores: 0% 1y- 2 Bes is da Lla 


35. 


Veamos cuando dos raíces n-ésimas de z, correspon- 
dientes a valores distintos ki y k, de k, son iguales. Pa- 


ra que tal: cosa ocurra:es necesario y suficiente que: 


or Rki a + 2k 1 
= —_— + 2pr 
n n 


donde p es un número entero. De esta igualdad se obtiene: 


ki -k 


de k debe ser múltiplo de n. Ahora dando a k los valores: 


2 7 Pn ;, O sea que la diferencia entre dos valores 


0, 1, 2, 3, ...».. (n ~ 1), la diferencia entre dos cuales- 
quiera de estos números no es nunca múltiplo de n, por con- 
siguiente cada uno de ellos proporciona una raíz n-ésima 
de z diferente de las otras. Para valores de k mayores que 
(n - 1) se obtiene raíces ya determinadas, pues entonces 


las diferencias ki - k, son múltiplos de n. 


2 


En la expresión 

n _ n a + 2k1 a + 2knt 

3J = -Afa (cos A + i sen Pa ) 
el factor fa, representa la raíz aritmética del número no 
negativo a = |z| . 
Corolario 1 


Entre las raíces de índice par de un número real po- 


sitivo, siempre hay dos y solamente dos reales y opuestas 


36. 


En. efecto si el número es z = a real positivo, su 
argumento es 0= 0 y si el índice es par: n = 2p, tene- 


mos: 


n sanyo AH 2k 1 
A = Ja (cos -5p + i sen =p 


Ahora esta expresión será real solamente cuando 


sen E" > 0 o sea para: k=0 y k=p 


Si k = 0 el número es positivo y si k = p el número es ne- 


gativo, pues su argumento en este último caso, es ġ= T 
Corolario 2 


Entre las raíces de índice impar de un número real 


siempre hay una y sólo una que es real. 


Si el número es real positivo, sólo habrá raíz real 
para k = 0. Además ella será positiva. Contrariamente si 
z es real negativo su argumento es O = T y si el índice es 


impar n = 2p + 1 tendremos: 


Az -A/a (cos Ez + i sen A 
y obviamente al dar a k los valores: 0, 1, 2, +..+..+. (n-1=2p) 
la expresión precedente será real sólo para k = p. En es- 
te caso el argumento de la raíz es $ = t, lo cual asegura 


que dicha raíz es un real negativo. 


37. 


Corolario 3 


Las raíces n-ésimas de un número complejo cualquie- 
ra z, pueden obtenerse multiplicando una de ellas, por ca- 


da una de las raíces n-ésimas de la unidad. 


En efecto si War Wor +». .... Wo SON las raíces n-ési- 
mas de la unidad y Zo es una raíz n-ésima de z, los produc” 


tos: ZY’ 2 ¿W21 2W3+ coo...” ZY son tales que: 


n 
n_ Ta con n 
(zY) = (ZW) E S (ZW) = Z 
es decir son raíces n-ésimas de z, además todas ellas son 
diferentes. 


DEF. 29 


Una raíz n-ésima w de la unidad, se dirá raíz primi- 


tiva si 


son todas las raíces n-ésimas de la unidad. 


Refiriéndonos al caso de las raíces cúbicas de la 
unidad: 


1 s 1 VEN 
A] -= -S - x E e 
wi 1 Wa 3 (1 iv3) w 5 (1 + i V3) 


ocurre que w] = 1 no es raíz primitiva, pero Wa Y Y; lo son, 
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pues no es difícil verificar que: 


Teorema 28 


En la expresión que da las raíces n-ésimas de uno: 


W €s raíz primitiva de la unidad si y sólo si k es primo 


con n. 


Dm. 


Todo consiste en determinar el menor exponente natu- 


ral q tal que: 


entonces si q < n, la raíz obviamente no puede ser primiti- 
va, contrariamente si q > n, la raíz será primitiva, pues 
tendremos que 


Wo w’ >, RS Ti 1 


serán todas raíces de la unidad, siendo además diferentes. 
Supongamos primero que k y n'no son primos; entonces 


tendrán un divisor común d, tal que k = pd y n= qd, en 


estas condiciones, tenemos: 


55. 


56. 


39. 


La suma de dos complejos variables Z3 Y 2), dividida 
por la diferencia de ellos da un imaginario puro. pe- 
muestre que los complejos Z Y Z se desplazan sobre 


una circunferencia con centro en el origen. 
Solución 


Sean los complejos z} = (X¡» X3) Y 22% (X: Yo)» 
entonces: 

27 + Z3 ? (xy + x2) + ily, + Yp) 

2722, anka) Fiy - y) 


Pa y + i (XxX) (y +y2) 7 (x,+x2) (y, "Y 2D 
: o A 


qi 


Z =Z (xi = xa)? + (Ys > Y2) 
y para que este complejo sea imaginario purọ, debe ser: 


2 2 


e 2 2 


Xy TX 
resultado que nos muestra que |z,] = |z|, o sea 2, Y 
Z, se desplazan sobre una misma circunferencia con centro 
en el origen. 


Un complejo z = x + iy se mueve sobre la recta 
3x + 4y +5 = 0. Demostrar que el valor mínimo de |z| 


es uno. 


40. 


De todas sólo W¡ Y Wg son raíces primitivas ya que 
1 y 5 son primos con 6. Además no es difícil verificar 


que: 


resultado que nos muestra que Wor War Wz Y w4 no son raf- 


ces primitivas. 
DEF. 30 


Dado un complejo z = a (cos a + i sen Q) y r un ra- 
cional irreductible, la potencia de exponente racional de 


un complejo se definirá por: 
¿P/4 = q zP con q > 0 


De esta definición resulta inmediato que 
¿P/9 Een Ja? (cos pa tikr + i sen pet) 


con k = 0, Lr ¿y 3 cicis. Ue 


La expresión precedente nos muestra que z p/q tiene 
q valores diferentes. El valor que se obtiene parak= 0 


lo llamaremos valor principal. 
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Representación gráfica del número complejo 


El estudio del cuerpo de los complejos ha sido desa- 
rroilado aritméticamente sin recurrir a ninguna representa- 
ción geométrica; sin embargo teniendo presente las aplicacio- 
nes de este concepto, indicaremos dos representaciones grá- 
ficas del número complejo, que son las que corrientemente 


más se usan. 


Consideremos un plano y en él un sistema de ejes car- 
tesiano ortogonal. Sabemos desde la geometría que todo pun- 
to del plano, determina con referencia al sistema de ejes 
elegido, dos números reales x e y que son su abscisa y 
su ordenada respectivamente. Recíprocamente dados dos núme- 
ros reales x e y se podrá siempre individualizar un pun- 


to de este plano y solamente uno, que tenga a x como abscisa 


e y como ordenada. 


Ahora como todo número comple- 
jo z = (x, y) es una pareja 
ordenada de números reales, 
resulta que todo complejo 
determina un punto del plano 


que tenga a x como abscisa 


e y como ordenada y recípro- 


42. 


camente todo punto (x, y) del plano determina un complejo 
z = (x, y). 


De acuerdo a estas ideas se acostumbra a tomar como 
representación geométrica del complejo z = (x, y) al pun- 
to (x, y) del plano. De aquí que trabajando con represen- 
tación geométrica de complejos serán sinónimas las expre- 
siones: número complejo y punto del plano. Además lo co- 
rriente entonces, será expresar el complejo por. una letra 
mayúscula, notación habitual para designar puntos de un 


.plano. 


Otra representación gráfica corriente para el com- 
plejo z = (x, y) es el vector del plano xy cuyas proyeccio- 
nes sobre los ejes sean precisamente los números x e y. 
Obviamente que para un complejo dado hay infinitos vectores 
que cumplen tales condiciones, entonces en rigor el comple- 
jo z = (x, y) queda representado, o quizás mejor aún, repre- 
senta a la clase de equivalencia de todos los vectores cuyas 
proyecciones sobre los ejes coordenados son Xx e y enel 


orden trivial, y con sentido del origen al punto (x, y) 


43. 


A= (x,y) = x + iy = z 


AS 
oa =yxó + yf = |z] 
oM = x = |z| cosa 
MA = y = |2] sen a 


: a = arg Zz = arg A. 
© x M 
La representación vectorial de un complejo da una 
natural expresión a la igualdad de complejos, en efecto 
sabemos que Zq1 (Xy 1 y 1) Y Z= (xo 1 Ya) son iguales 
si y sólo si: X| = X, € Yq = Y4; “es decir si, geométri- 
camente hablando, los. vectores correspondientes son de i- 


gual magnitud, dirección y sentido. 
Representación gráfica de la suma de dos complejos 
A = lay» a,) = a,tia, 


B = (bir b) = b,+ib, 


A+B = (a, +Dy ' a tbo) 
A+B = (a, +b,) + i(a,tb,) 


lA+B| < la] + Jel 
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Representación gráfica da diferencia de dos complejos 


A= B=A+ (- B) 


(1) Para tener el vector BA = A-B 
basta tomar el vector que 


une el punto B con el punto A. 


(2) La distancia entre dos pun- 


tos dados A y B se expresa 


-B por: |a - Bl] |B - Al 


(3) Jal - Isie la - Bl < la] + IB] 


Representación gráfica del producto de dos complejos 


P.=A"B 


A = alcosas+ i sena) 


H 


B b(cos B+ i senf) 


P = A-B = ab cis (a + 8) 


3 (MOA) = a à (MOB) = 8 
OM = 1 J (MOP) = o+ß 
oů OP 


OM = 5E OP = ab =ļ|A°B| 
Se construye sobre OB un triángulo OBP semejante al trián- 
gulo OMA, donde OM = 1 es la unidad tomada en el sistema 


cartesiano. 


45. 


Producto por un complejo de módulo uno. 


Si un complejo A = a cis a se mul- 


pco? as N 
tiplica por un complejo cis 4 de 
módulo uno, el producto, 

A cis 9 = alcos (a+9'+ i senfa+d) 
muestra que el vector A rota en 
A un ángulo ọ en torno a su punto 
«_) inicial, 
Ac A 


N 


ACi) 


Particularmente para rotar un vector A en (+ 1/2) bas- 
tará multiplicarlo por i y para rotarlo en (- 1/2) es sufi- 


ciente multiplicarlo por (~-i), pues sabemos que: 


i = cos(n/2) + i sen (1/2) -i = cos(~ 1/2) + i sen (- 1/2) 
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Representación gráfica del cuociente de dos complejos 


j A = a(cosa+ i senoa)=a cis Q 
B = b(cosß+ i senf)=b cis B 
Y B A a 
N C=5 7p Cis (a - 8) 
Ñ e=A:BD © (MOC) = 3 (BOA) =a - 8 


Ii 
wm 


A OM = 1  <)(MOA) = a <S(MOB) 
| M 


Se construye sobre OM un triángulo OMC semejante al 


triángulo OBA. 


Representación gráfica del argumento de (A-B) (B-A) 


Angulo de dos trazos AB y _ CD 


= < (AB, CD) 
= a~ B 


= arg (B-A) - arg (D-C) 


= arg PÆ 
D-C 
b=E-S 
c € = arg (C - B) 
N ô = arg (C - A) 
y l 
E E 


C =A 
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Expresión de un punto sobre una recta. 


Trataremos de expresar mediante operaciones con nú- 
meros complejos el hecho que un punto P este sobre una rec- 


ta determinada por dos puntos A y B. 


Se 


Si el punto P está entre A y B, tenemos: 


>, 


Arg. 5 =$ = arg (P - A) 7 arg (P - B) =a ~ (~ B)=" 


Si el punto P no está entre A y B, tenemos: 


E 5 = arg (P - A) - arg (P-B)= (+a) - (+0) =0 


Arg 5735 


Esta observación nos garantiza que el complejo (P - A) 
/ (P - B) es real. .cuando P está sobre la recta AB y recípro- 
camente, de aquí que condición necesaria y suficiente para 


que P esté sobre la recta AB es que sea real el complejos; 


pi > O a con re IR 
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De aquí despejando P, se obtiene: 


con re IR 


Considerando que la suma de los coeficientes de A y B 
es la unidad, en lo sucesivo para expresar que P es un pun- 
to de la recta AB, usaremos una cualesquiera de las expre- 
siones: 


aA + bB con a+b=1,a€e IR,b€ IR 


hs] 
t 


o bien 


ty 
li 
w 
Y 
+ 
E 
1 
w 
w 
Q 
o 
5 
p 
M 


Si C está sobre la recta determinada por los puntos 
A y B, ocurrirá que siempre los puntos A, B y C serán coli- 


neales y para que ello suceda es necesario y suficiente que: 
C = aA + (1 - a) B con ae R 

o mejor, es necesario y suficiente que: 
aà + (1 ~-a) B-C=0 ae R 


Ahora considerando que la suma đe los coeficientes 
de A, B y C es cero, podremos decir que: tres puntos A, B 


y C son colineales si y sólo si existen tres números reales 
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a, b y c, no todos nulos, de tal modo que: 
aa + bBB+CcC=0 con a+b+c=0 


Este teorema es de frecuente utilidad en las aplica- 


ciones geométricas de los complejos. 


Observación 2 


Sabemos que si un punto P está sobre la recta deter- 
minada por los puntos A y B, el cuociente entre los complejos 

Á > (P - A) y (P - B) debe ser 
un número real. Particular- 
mente si el punto P divide 


al trazo AB de modo que: 


AP > M 
O PB n 
tendremos que el cuociente entre los complejos AP = (P - A) 
y PB = (B - P) será precisamente dicho número real: m/n; 


así entonces el punto P que divide al trazo AB en la razón 


m : n está dado por: 


= M — NA + mB 
n o sea por P EPN 


Si el punto P fuese el punto medio M del trazo AB, 


tendremos que AM : MB = 1 : 1 y entonces dicho punto medio 
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resulta dado por: 


Expresión de un punto de un plano 


Suponemos un plano determinado por tres puntos A, B 
y C no colineales y pretendemos expresar un punto cualquie- 


ra P del plano en términos de los puntos A, B y C conocidos. 


C Unamos A con P y sea Q la 
intersección de las rectas 
AP y BC. Puesto que Q es un 


punto de la recta BC, tenemos: 
A B Q=bB+ (1-b)C 


y como P es punto de la recta AQ resulta: 


HJ 
Il 
5 
4 


aà + (1 - aj 0=aA + (1 - a) bB+ (1 - a)(1 - b) C 


Considerando que la suma de los coeficientes de A, By Ces: 


- 


a+ (1 -a)b+(1-a)-b(1-a)=1 


podemos decir que P es punto del plano determinado por los 
_ puntos no colineales A, B y C si existen tres reales a, b 


y c tales que: 


P = aA + bB + cc con atb+c=1 


EJERCICIOS 
RESUELTOS 


Calcular: z = 
Solución 
an’ 
Lra. 


EJERCICIOS RESUELTOS 


(1 +i) / (+i) 


(1 + 4)? 
1+1 


= (1+4)% = -4 


Separar la parte real y la parte imaginaria del complejo 


a Ea ya 


2 
Solución 
II IE O -8(1 + i)? 2 2112) 
(1-4) (1-4) (1 + 4)" (4-10 + 


y 


zZ OF a (1 + 1)? 


si a,b,c y d 
demostrar que: 


(a? + b?) (0? + 


Solución 


(a? + pb?) (e? + a?) 


1)) 


> 5 (L + si + 101% + 101% + 51% + 15)2 141 


son reales, usando números complejos 


dl 


(a + ib)(a - ib)(c + 1d) le - 
la + ib)(c + id) (a ~- 1b) lc - 
(ac ~ há, ad + bce)’ (ac - bc, 


(ac > bd)? + (ad + bc)? 


ia) 


id) 


-aq -bc) 


2. 


2=i 
Expresar en la forma a + ib el complejo z = 10199 1-1 
Solución 
2-1 
Mia A - 3i 
l-i qr E ” 


Demostrar que los únicos elementos de (€ cuyo cuadrado es 
(1) soni y (i), 


Solución 


Sea z = x + iy , tal que z? = -1, entonces: 


z? = (x? - y7, 2xy) = (7 1, 0) 
luego: 
x” =- y? = -1 2xy = 0 
Resolviendo el sistema se encuentra; x= 0, y= ta, 
así: z = (0, 1) =i y z= (0, 71) = (-1)(0, 1) = ~i 


Determine una ecuación de segundọ. grado a coeficientes rea- 


les, que admita la solución. 


Solución 
El complejo z se reduce a z = (2 + i) /4 y sizes raíz : 


de la ecuación, también lo es Z = (2 ~ i) / 4 


Considerando ques z +Z=1 y z + Z= 5/16 la ecua- 
2 . 


ción buscada es: 16 x - 16x+5=0 


Determinar la parte real y la parte imaginaria del comple- 


jo: z= Y 3 + 4i + Y 3 = 4i 


Solución l 
2223441 +3- 41 + 2\9+16= 6+ 2\25 =16 
Así: z= t 4 o bien 27 = (4, 0) y Z, = (-4, 0) 


Demostrar que si la ecuación: z? + (a + bi) z + (c + di) = 
tiene una raiz real, se verifica que: a? -= abd + ch? = 0 | 
Solución | 
Sea z = r una raíz real de la ecuación, entonces: 

r? + (a + ib) r + (e+ dd) =:00 
Ahora, la nulidad de este complejo implica 


n +ar+cz=o0 y > o br+ d= 0 


eliminando r entre estas dos igualdades, resulta: 
a? - abā + cb? = 0 


Demuestre que si la ecuación admite una raíz imaginaria 


z = ri, se tiene que: at abd + ca? = 0 


Los números complejos z y w tienen suma y producto rea- 


les. Demuestre que z y w son complejos conjugados, 
Solución 
Sea z = a+ ib Y w= cœ + id, entonces 


la + c) +i (b + d) 


N 
+ 
z 

t 


(ac - bd) + i (ad + bc) 


N 
zZ 
li 


y para que estos números sean reales debe ser 


i 
o 


b+d =0 y ad + bc 


o sea 


i 
o 


b = -å y b(c -~ a) 


Si b = 0, resulta d = 0 y z sería real, Supongamos enton- 


ces que b Y 0 y c~a= 0, o sea tenemos: d = - b y 
c =a, En este caso los números son 
z =a+ ib y w=a “ib 


es decir complejos conjugados. 


10, 


11, 


5, 


Dado el complejo z = (a, b) X (0, 0), determinar un com- 


plejo w = (x, y), tal que z "w= 1 
Solución 
De inmediato tenemos 
z °» w= (a, b)o(x, y) = (ax - by, ay + bx) = (1, 0) 
luego: 
ax - by = 1 bx + ay= 0 


Resolviendo el sistema, se encuentra 


x= =S y = con af +b? 40 
a +b a" +b 
Así: 
a -b 1 A 
w ( e” ) = la, - b) = 
als Izl? Izl? 
Determinar todos los complejos z, tales que z? = 1; 
Solución 


De inmediato tenemos que: z? = 1, implica 
z =~ 1=0 o sea (z - 1) (2? +234+1)=0 


Resolviendo las ecuaciones 


12. 


(1) 


(2) 


(3) 


se encuentra: 


1 - 1 E 
24 = 1 LA -i J3) z= =Š (141 V3) 


Poniendo como es costumbre Z, = W, se encuentra fcil- 


mente que Z = w? y que: 1 +4w+ w? = 0 


Estas igualdades es aconsejable memorizarlas, pues ellas 


son de frecuente empleo, 


Si w es una raíz cúbica compleja de la unidad, demostrar 


que: (1 + w)(1 + 2w) (1 + 3w) (1 + 5w) = 21 
Solución 


Efectuando el producto en el primer miembro se obtiene: 


3 4 


A = 1 + llw + 41w? + 61w + 30w 


A= (14 w+ 2) + 10w + 10w? + 3002 (1 +w + w2) + 3103 
de donde recordando que w? = 1 y 1 + w+ w? =0; 
resulta: 

A = 10(1 + w+ w°) + 21 = 21. 

De análoga manera demostrar que: 

(1 w+w)(+w-w2=4 ara <a 


ewa ew A A Eeg 


7, 


(4) (+ a+ b)ix + aw + bw) (x + aw*+bw)=x"*“ Jabx + a? + p? 


Determinar las raíces de la ecuación: 4x? - 3x+1=0 


sabiendo que; 


2 3 3 


(x+ a+ bj(x + aw + bw?) (x + aw^+ bw)= x~ - 3abx +a +b? 


Solución 


De acuerdo a la hipótesis dada, las raíces de la ecua- 


3 3 


ción: x" ~ 3abx + a" + b? = 0 son: 


= "(aw + bw?) W, = an + bw) 


= -(a + b) 3 


Ei 25 


Así para tener las ráices de la ecuación 


3 3 3 3 


~ 3x + 1l=x7 ~ 3abx+ a +b 


bastará calcular a y b, sabiendo que: 


ta 


ad + bř = 1/8 y 3ab = 3/4 


a` + b“ = 1/4 y ab” = 1/64 


Resolviendo el sistema se encuentra: a = b = 1/2 con lo 


cual las raíces buscadas son: Xy = X= X3 1/2: 


Resolver la ecuación: zê + 727 -8g=0 


15. 


Solución 


3 


Haciendo z` = x, la ecuación se reduce a x? 


+ 7x-8=0, 


cuyas raíces son x= 1 y x= -8 


Así: 

z2 = 1 implica 24 = 1 2, = 1/2(-141 4/3) 23=1/2(-1-1 V3) 
z? = -8 implica z = 23/- 1 y daleutanao A- 1 se 
tiene: 

24 =-2 z, = 1 +13 26 =1-1V3 
Determinar las raíces de la ecuación x? = -1, sabiendo 
que las raíces de x? = 1 son: 

Š =- 1l a- iV o 
Solución 
Haciendo x = =u, la ecuación x% = -1 se transforma en: 
w = 1, así las rafces pedidas son: 
Xy = 1 X3 z (1 i V3) X3 > (1 + 1V3) 


Sabiendo que las raíces de la ecuación y! = -1, son 


a-n ars 
4 


Determinar las raíces de las ecuaciones: x` = i y 


Y 


16. 


17. 


Determinar las raíces de la ecuación x? = i, sabiendo 


que las raíces de x? = 1 son: 


Solución 


sedi ad Za E 
xy s-ġ a-a x-4 a+iy3 


Haciendo x = ~iu, la ecuación x? = i se transforma en: 


3 


u` = 1, así las raíces pedidas son: 
E E 1 4 A qe + 2 
xy = -1 X2 *3 (3 + i) X3 = 5 ( V3 + i) 
Determinar las raíces de la ecuación: x? = ~ 1 


Si a es una raíz compleja de la ecuación z2%-1=0, 


demuestre que: 


Solución 


Com a es raíz de z 


(l +2 + z 
nos da 
(l +at+a 


y puesto que 


así 


1 


2 


2 


a 


E A E E 


Se s Oo la igualdad 


dada F z0T}) (y - 1) = A 


Paaa Y E SA 


es número complejo, tenemos a Á 1, 


2 n-1 


l+a+a + ..... + = 0 


18. 


19. 


10. 


2 


Calcular: S= 1+4 i ++ iŭ + 17 + ,.. o. + 


Solución 
Fácilmente se encuentra que 


7 2 „n-1_ 11-i” 
s i+ í+ i Hor POL Trep 


Designando con 4 la expresión "es múltiplo de 4", de- 


bemos considerar los casos siguientes: 


la) Sin = 4d tenemos iľ = 1 entonces S=0 


o 
(b) Sin=4+1 tenemos i” = i entonces S= 1 


il 


10] 
ti 
H 
+ 
h 


(c) Sin= 4 + 2 tenemos i? -1 entonces 


o 
(d) Sin=43+.3 tenemos i? = -i entonces S= 2i 
Calcular la suma 
2 4 1 


S= 1 + 2i + 312 + 417 + 514 + ,.... + (4n)it® 
Solución 


La suma S puede descomponerse en las siguientes sumas 


parciales: 
E A da a) Li Y en 
S, = i {2+ 6 + 10 + co... + (4n-2)} = 20021. ni 


20. 


11. 


ENS Lat a 3+(4n-1) 2 
Sy = if {347 +1l+.... + (4n 1)) == —— ni 

8 _ 4 + 4n 3 
luego: 
s= M2 An, ny MAL ni 2 - 2ni 
Determinar un complejo z = (x, y) tal que: 

22 =p + iq 

Solución 


Por hipótesis tenemos (x + iy)? = p + iq. De aquí igua- 


lando partes reales e imaginarias se tiene: 
O rTP 2xy = q 


Resolviendo este sistema se encuentra 


Suponiendo q #ž 0, como 2xy = q, resulta que (xy) 
y q deben tener igual signo, entonces las raíces cua- 


dradas de (p + iq) son 


i A+ŁiB 
y? + iq= ( çuando q > 0 
-A - iB 


21. 


12. 


l 
= 


E A~- iB 
Ve + ia cuando q< 0 
-A + iB 
Calcular: 


V5 = 121 = t (3 - 2i) V3 + 41 = t (2 +i) 
Calcular /-1728 


Solución 


De inmediato se tiene: 


E o A sen 24%, CE E 
0 T A Mu ol do K > E 
xy = 12 (cos y + i sen y) = 12 t+ ha) =6+ 1643 
X, = 12 (cos t + 1 sen Tt) = - 12 
= 5T pa sén 21). = A CO E 
x}, = 12 (cos 3 +1 sen 37) 12 (5 313) 6 i6y3 


Sea k el máximo común divisor de los enteros positivos 


m y n. Demuestre que las raíces de x“ = 1 son raíces 


dex = 1 y x= 1 


23. 


24. 


13. 


Solución 


Sea m= pk y n=qk. Si a es una ralz de la ecuación 


ye = 1, tenemos af = 1, luego: 


ag a (a¥)P 1 aaa (a) 1 
Determíne las raíces comunes de las ecuaciones x15 - 1 
y x21 SO 


X O., 
Calcular el módulo del complejo z = 42-31) (1-1) 


5+i 3 
Solución 
nia] ee a ao a tal 
5+i 3 |s+3¿i 3| 


E 3 4 3 
jz l2 -3il dizall AAN (+1 a 134 


(5 + 3) 


Dados los complejos z y w con Pz | = 1, demostrar que: 


Solución 


De z.z = | 212 = 1, resulta z = 1/2, 


entonces: 


25, 


14, 


+w= (1 +2 w)/ z 


N 
+ 
£ 
t 

aa 


luego 
(z +w) + Zw = (1+ 2 w)/2(1 + zw = 1/2 
así: 

| z+ w E 1 = |z| =1 

1+2z0w | z | 
Sabiendo que: [z, | = EM A Izal = 1, demostrar 
que: 
1 1 1 
[z, Zy ho com. + zal o= Es t5 k esee t zl 
1 2 

Solución 
Para todo complejo z se tiene |z| = |z|, luego: 
|Z} + 27 tasses. + zl db EEE: Zl 
|z; +Z tooo... + 2, | = EM +Z tasse + Zal (a) 
Considerando que por hipótesis Iz; | = 1, para j = 1, 2, 
..... n, resulta que: 

sel- PET 

272 = | z| 1 implica Zj : 2, (b) 
finalmente reemplazando (b) en (a), obtenemos: 
pea 1 1 

lz; + z, + e... Zal O Ho cr + | 


Z2 


Em 


26. 


15, 


Demostrar que para todo par de complejos z y w se 


tiene: 
|z + w| ? +lz - wl? = 2 iz]? +2 Iwi? 
Solución 
jz +w = (z + wW(2+w) = (2 + w)(Z + W) 
2ng = E EN E 2 sa 
jz +w szz+ww+zw+zžzw= |z| + |w] + (zw+zw) 


Análogamente se encuentra 
|z - w|? = zZ +w - 20 - 3w = Izl? + Iwl? - (zw + Zw) 


y sumando se tiene la tesis propuesta 


Sabiendo que todo par de complejos 24 Y 2), verifica 


la igualdad: 


AS + 2 [ 2) * = EN + e - z (+ 


1 2 


demostrar que todo par de complejos a y b verifica la 


igualdad. 
E O AN A E a OA 
Solución 


Sea: z = a+ a? > p? y zZz} =a - Ya? = p?, entonces: 


| 


2 
A E 2, * 2, =b? 


28. 


16. 


Además: 


P2.2,2 2 22 
|2 Ya?-b*]f = 2 lalf+2[a*-b*]| (1) 


e 
w 
Tn 
+ 
Nr 


[2,1% + Jz,1% = 
Por otra parte, aprovechemos (1) y la hipótesis en: 


(la +ya?-b? |+ la -Va?-b??= (12,1 + lz D? 


2 2 
12,12 +]2,12%212,112 


2l 


2 lal? + 2|a?-b°| + 2|b°]| 


2 Jal? + alb] aab 


|a+b]?+ la-0/2+2]a+b] | a-b] 


(la + b| + la - b|)? 


De donde tomando la raíz cuadrada positiva de esta igual- 


dad se tiene la tesis. 


Sabiendo que todo par de complejos p y q verifica la 


igualdad: 


2 2 
lp + Vp? - a? | + Ip - Vp? - a? | = lp + al + lp - al 


demostrar que todo par de complejos a y b verifica 


la igualdad: 


[242 + Va -b |+ | 35 -Va - bl 


la] + Ib] 


29. 


Solución 
Haciendo: p+aq=a y p-q=bb, resulta 
p- (a+b/2 , a=ta-=b1/ 2 , p-ga =ya'b 


Reemplazando estos valores en la igualdad dada se obtie- 


ne la igualdad propuesta. 


si a es un complejo de módulo menor que uno. 


( lal < 1), demostrar que: 


| LE] 


l-az 
es menor, igual o mayor que 1, según sea |z| menor, 


igual o mayor que uno. 


Solución 


|z - al? = (z - a)(z - a) = [z 14 - az - az + la]? 


l2 -āīāzļ|?= (Q -3z 0- TZ) =1 -az - az + laz]? 


jz - al? - |t -a z}? = (l2]? - 1) (1 - laj?) con la] < 1 


T con la] < 1 


30. 


31. 


18. 


onsiderando que (1 ~ Jaj) y l1 - az] son positivos, 


Gi 


tenemos que el módulo del primer miembro será menor, igual 
o mayor que 1, según qus lzi sea menor, igual o mayor que 


uno. 


= 


Si x es un número real tal que: ~? < x < 1, demostrar 


que: 


jz] = |1 + ix + Ia + 13x3 ds = 1 


Solución 


Aprovechando la expresión que nos då la suma de una serie 


geométrica, el módulo pedido se expresa por: 


az] = | (1 - EA DO ear ox del 
la] = [i t i ES a UNES 
l+ x 1+x 1 + x2 


La ecuación: x> - 9x? + 33x - 65=0 tiene una raíz 
compleja cuyo módulo es 13. Determinar las tres raíces 


de la ecuación. 
Solución 


Sea z =a + ib la raíz compleja cuyo módulo es 13, 


entonces Z = a - ib también debe ser raíz de la ecuación. 


32. 


19. 


Finalmente la tercera raíz debe ser necesariamente un 
número real c. Aprovechando las propiedades de las ralÍ- 


ces de tođa ecuación algebraica tenemos 


la + bi) + (a ~ bi) +tc = 9 


(a + bi) (a - bi) c = 65 


(atbi) (a-bi) = a” + b 13 


Resolviendo el sistema se encuentra sin dificultad que: 


z = 2 + 31 E ll 23 
Demostrar que todo número complejo z de módulo r con 


iz Á - r) se puede poner en la forma 


l + it 


z= Y > 
E 


siendo t un número real. 
Solución 


Llamando a al argumento de z tenemos: 


cos 5 + i sen > 
z= Y (cosa t i sena) = =... Y 


cos (- >)+i sen (- 3) 


33, 


34. 


20. 


de donde simplificando por cos a/2 que no es nulo, queda: 


al+ritga/2._. 1+14t 
z ETES r oct con t = tg(a/2) 


Si z + 1/z = 2 cos a, demostrar que: zZz + 1/z” = 2 cos na. 
Solución 


La condición dada se puede poner en la forma: 


z? - 2z cos a+ 1= 0 


de donde despejando z, se tiene: 


zoe cosa Pa fcost assi, = coma + i sena 


~X 


Asf entonces tomando únicamente el signo positivo resulta: 


z = cos na + í sen na 


z? = cos na - i sen na 


n — 
de donde sumando queda: zZz + zZ n = 2 cos na. 


Sea p(x) ak xr un polinomio a coeficientes reales, 


1 
Ims 


tal que p(z a + ib. Demuestre que p(z) = a - ib. 
Solución 


De inmediato tenemos: 


35. 


21. 


p(z) = agt as Zz + a, E E an qn 
SNE -= z2 "A 


pon = a o E E A r T, D ES == á 
p(z) = ag + ay 2 + a», ALA aa an z? = piz) = a ib 


pues sabemos que el conjugado de un producto es igual 
al producto de los conjugados y el conjugado de una suma 


es igual a la suma de los conjugados. 


De aquí se desprende que si una ecuación a coeficientes 
reales admite una raíz compleja z también admite como 


raíza z. 


Determinar la parte real y la imaginaria de cada uno de 


los complejos: zZ = Vi y w=1/V i. 


Solución 
Sea vi = z = (x, y), entonces: 
i= (0, 1) = (x? - y? , 2xy) 
luego: 
2 Lea 
2xy = 1 x| - y= (x + y) (x - y) = 0 


La primera de estas ecuaciones nos indica que x e y 
deben tener el mismo signo, entonces de la segunda sólo 


se obtiene x = y. Así tenemos: 


36. 


2xy = 2x? = 2y = 1 x= y = 1/2 
de donde: 
1 i 1 
z = Ņi = -= t+ == —= (1,1) 
n-arm p 
E E. EA E EES Tuai 


Demuestre que el producto de las n raíces de la ecuación 


x =a es p= ES aa a. (a = positivo) 


Solución 
Las n raíces de x” = a están dadas por: 
== fa (cos == + i sen =) k= Li Le 3 Mas 


y observando que 


x= 
w 
a 
H 
0 
ted 
£ 
o 
w 

i 
2 


2T A 27 
= a 1 pe 
w cos i sen 


P = X] *X," Xg ++. X= (aw) * (aw?) (aw?) seee. law?) 
n(n + 1) 
o EA 


n, wlt2+3+.... +n ERE 


p=a 


p=a cosín + 1)7 + į sen (n + 1)7 Z at-1)9+ 


37. 


38. 


23. 


Resolver la ecuación: 


OS: + (> E = 2 


Solución 


E E z A À za sadis mmn 
polar, la ecuación se reduce 


Danáo a los complejos forma 


a: 


T ; T 4 

cos y x + i sen ui x + cos chi x + i sen E x = 2 
3 3 3 3 

y luego a 


cos e x-CoS 5 x + i sen = xX*COoSs 5 x= 10+i:0 
de donde igualando partes reales e imaginarias queda: 
57 T 51 T £ 
cos EX cos 3 x= 1 sen z X +» COS X= 0 


Resolviendo este sistema se encuentra como única solución 


x= 0, 


Expresar en forma polar el complejo 
z = (sena - sen 8) + i (cos a - cos 8) 
Solución 


Sea z = r (cos ġ + i sen 0), entonces: 


39. 


24. 


2 
r° = x? + y? = (sen a - sen 8)? + (cos a - cos B)? 
r? = 2 ~ 2 (sen a sen ff + cos a cos 8) 
2 
rf = 2 - 2 cos (a - 8) = 2 {1 - cos (a - B)) 
r? 22 + 2 sen”? 2 Ñ B r=2 sen -£ 
2 
Además: 
ES _ sen a - sen ß _ cos œ ~. sen B 
cos ton la A sen + 3 e b]/2 
o sea; 
_ 2 cos (a + 8)/2 ° sen (a - B)/2 _ a+ B 
a 2 sen (a - B)72 E 
_ -2 sen (a + 6)/2 * sen (a - B)/2 _ _ a+ B 
sen $ = 2 sen (a - B)7/2 A 2 
entonces: 
zZz = 2 sen 5 B (cos g Bi i sen 2 > B, 
Determinar módulo y argumento del complejo 
zZz = COS A + i senqa -~ 1 
Solución . 
Sea z = r (cos q + i sen 6) = (cos a - 1) + i sen a 


entonces: 


25, 


r cos $ = cosa - 1 r sen 4 = sen g& 


elevando al cuadrado y sumando, resulta 


r? = (cos a ~ 1)? + sen? a = 2(1 - cos a) = 4 sen? > 

Por otra parte eliminando r, se tiene: 

tg $ = pate z el == cot 7 = tg (5 + 3) 
1-cosa 2 sen 5 

Así: r= 2 sen > y ġ = 5 + > 


Demostrar que la suma de las raíces cúbicas del complejo 


z = 23 (1 + i V3) es nula. 
Solución 


Dando forma polar al complejo obtenemos: 


z= 23 (1 + 1 V3) = 46 (cos 3 + i sen 3 


de donde: 
Je = 2/46 (cos TAST + i sen LE, k=0, 1,2 


Llamando Zyr Z% Y 23 las raíces, tenemos: 


ES Dd =3 TT 23 137 
24 = 3/26 cis 5 25 3/06 cis 3 27 46 cis a 


41. 


26. 


luego: 
312 Val 137 
S ia L y : 
27 + Z3 + Z3 = 3/46 (cis 5 + cis wT cis =3 
3 T. ; 6r . 1% 
Z} + 2, + Z3 y46 cis y (1 + cis q + cis =g 
18 
1 - (cis y) 317 T 
2, + Z3 + Z3 = a O 46 cis 5 
1 - (cis y) 
_ 1 - cos 2m - i sen 2n 3/7 w 
Za kozy torg Sime e 37 46 cis y = 


Demostrar que: (1 + i y3)” + (1 - 113)” = aot cos = 


Solución 
Pando forma polar a los complejos 27 = 1 + i V3 y 


Z, = 1 - i V3, fácilmente se encuentra: 


Zi 1 + 1V3 = 2 (cos y + i sen J) 


1 - 1V3=2 (cos F - i sen y) 
de donde: 

e e A a nT ; nT 

a + 1V3) = 2 (cos $ + i sen 37) 


n n nT 
(1 - i V3) = 2 (cos > ~ i sen =y) 


43, 


27. 


Sumando estas igualdades se tiene la tesis. 


Si x es número real y n entero positivo, resolver la e- 


cuación: 
1+ xn _ 
Solución 
EA A1 = COS Ca + i sen zkr LS 0/2. L 
14 dx cos E + i sen E cos En + i sen Kr 
iois * T a TA a. 
cos Í E) + i sen( Ee cos = i sen ero 
A a kr 
1 + 1itg = 
SÉ = ga E kos 0; -Ip 27 3} a ía >1) 
1 - i tg — 


Así las raíces de la ecuación propuesta son: 


x= tg KE para k = 0, 1, 2, 3, +....,(n - 1) 


Determinar las raíces de la ecuación 


(x+ 1)?” - (x- D”=0 


28. 


Solución 


La ecuación puede ponerse en la forma: 


; kr 
E ER E n kn 
A x=“ ico == 
xa ; kT n 
e e i 


y dando a k los valores: 0, 1, 2, 3, ...., (n = 1). 


Si cos a + cos B + cos Y = sen a + sen B + sen p = 0, 


usando números complejos demostrar que: 


cos 3 a + cos 3 B + cos 3 y = 3 cos la + B + y) 


sen 3 a + sen 3 B + sen 3 Y 3 sen (a + R + y) 
Solución 


Aprovechando que: 


x = cos & + cos B + cos y = 0 y = sena + sen KB + sen y = 0 
resulta: x + iy = cis a + cis B6 + cisy=0 
Entonces elevando al cubo: - cis a = cis B + cis y 


queda: 


-cis3a = cis3ß + 3 (cis 8)? cisp + 3cisß (cisp)2+ cis 3y 


45. 


29. 


o bien: 


cis 3a+ cis 38+ cis 36 -3cisß cisy (cisB + cis y) 


cis 3a+ cis 38+ cis 3v -3cis (B+p) + (cisa+cisB+cisp-cisa) 


3 cis (B + Y) cis a 


cis 3a+ cis 38+ cis 3Ņ 
cis 3a+ cis 38+ cis 3y = 3 cis la + B + y) 


Finalmente separando partes reales e imaginarias se obtie- 


nen las igualdades pedidas. 


si 27 = cis Q, Z, = cis ß, 23 = cis Y, demostrar que 


z EA B-Y y-a 
(2,+22) (Z3+Zz3) (23421) = 8 Z4"2,"%3 cos == COS =% cos == 


Solución 


Sin dificultad se encuentra: 


EN : y es a ; a 

Zz} = cosa + i sena Zi cos 5 + i sen > 
E cos a ~ i sen a lo. cos 2. i sen 2 
Z z 2 2 

1 1 
de donde: 

Z z 

1 2 E g g a B 

z7 + z; = 2 (cos 3 cos 5 + sen z sen z) 


30. 


L PO TS = CUREA = 2 cos T 
77 

ya, ENS nili yz, z2 
En forma similar se obtiene: 
rA rs 
ES: = 2 COS BY A i 1 = 2 cos ed g 
iiz a z 2 Vz, z 2 
Y1 3 5 L 3 z 


Finalmente multiplicando miembro a miembro estas igualda- 


des se tiene la expresión pedida. 


Usando números complejos demostrar que: 


sen fi cos y = Ez (cos 7a - cos 5a ~ 3cos 3a + 3 cos a) 


Solución 


Tomando el complejo z = cis œ de módulo uno, tenemos: 


A n x 
z = cosg + i sena z = cos na + i sen na 
e 3 -n f 
z = cos œ ~ i senga z = cos na ~ i sen na 
entonces: 
z +Z=2 cosa z? + 2? = 2 cos na 
- ; n -n a 
zZz = Z = 2isena zZz = z = 2i sen na 
- n -n 
PAE REA Zz. = 


31. 


y de aquí que: 


baaa e 


$4 


(2 i sen e (2 cos a)? 


[tz - 2) tz + z3:0% (2 - 2) 


= (z? =- 3°)? (2 - 2) 
O sea: 
16'8 sen d bos a = E a 22432? SE) (z ~ Z) 
128 señta cos a = (2142 )+32929 (2+2) -32222 (20427) -z2 (2%+27) 
128 senta cosa = 2cos 70 + 6cosa - 6cos 3a ~- 2cos 5a 


Finalmente dividiendo por 2 se tiene la tesis. 
Demostrar que: 
(a). 32 cosa = cos 60 + 6 cos 4a + 15 cos 2a + 10 


(b). 128 senvacos*a = sen 8a ~ 2 sen 6a - 2 sen 4a - 6 sen 2a 


Demostrar que: 


sen 


l 


C = cos a + cos 2q + ....+ COS na CoS AS: 


sen 


sen 


S = sen a + sen 2a + ....+ sen na sen -57 a 


sen 


me INE ne nj 


Solución 
Multiplicando S por i, y sumando queda: 


C + iS= cisa + cis 2a+t..... + cdsna 


Cisa cis a (cis na - 1) 
cis a - 1 
c+ris=-<iso (cos na + i sen na -~ 1) 


cos a + i sena - 1 


c+is cis a (-2sen*(n a/2)+2i senín a/2)c0s (n 9/2) } 


sen (a/2)+2i seẹn(a/2)cos (a/2) 


(cos P > 1 a + i sen E > 1 a) 


Finalmente separando partes reales e imaginarias resultan 


las igualdades propuestas. 


Demostrar que: 


sent 8 

C = cos a + cos (a + B) +...+cos (a+n-18)=——Gcos (atA Ty) 
sen 7 
ng 

S = sen a + sen (a + 8) +...+sen(a+n-18)=- sen (a+¡=15) 
sen 5 


N 


48. 


33, 


Usando números complejos demostrar que: 


n , 

z (y) cos (a + kg) = 27 cos” 5 cos (a + zE 
k=0 i 

Solución 


Desarrollando el primer miembro de la suma propuesta te- 


nemos: 


C= (0) cos a + D cos (a + B) + .,.. + Ci cos (a + ng) 
Tomando la expresión S que se indica: 

S= (0) sen a + D) sen (a + B) +.... + (5) sen (a + nB) 
multiplicando por i y sumando, se obtiene: 

c+is= (5) cis a+ (J) cis (o + 8) + ...+(5) cis(qtn8) 
c+ is =( (6) + G) cis B +....+ e cis nB] cis a 


(0 a SS cis a 


t 


NID 


(1 + cis 8)” cis a = 2” cos” 5 cis 
c+1s= 2% cos” £ {cos (a + 5 + i sen (a + 5) 


De aquí separando partes reales e imaginaria se tiene la 


igualdad propuesta. 


49. 


34. 


Demostrar que en todo triángulo ABC en el cual 


0 < b < c, se tiene: 


A 
k=1 f 


Solución 


Consideremos las dos series geométricas convergentes: 


S = sen Q + a sen 2a + B? sen NOE aa 
C = cos a + 2 cos 20+ È 2 COS 3 E 


De aquí se obtiene sin dificultad que: 


A i 
c (cos a + i sen 0) la 


c+ i LLE  _AAA A A A 
5 = Tb cos a - ib sena a cis (-8) 


ya que en todo triángulo se tiene: 
c-bcosa=acos B Y b sena = a sen 86 


Finalmente considerando que:a +8= T- Y, se tiene: 


C+is- £ tcos (m - y) + i sen (t ~ p)) 


y separando partes reales.e imaginarias resulta la tesis. 


Si War Wor War essees or Wi son las raíces n-ésimas de la 


unidad, demostrar que: 


35. 
A A EAS: o A 
1 - wX 1 - WX 
Solución 


si wj es una de las raíces n-ésimas de la unidad la pro- 


gresión geométrica de razón: XW nos dá: 


S O A n yA 

1 se x? x’ 1 T 1 xiw, : 1 x 
— + Š t ytet = on san 
` W. W W. ~XW.) W. - KW. 
w j j j AS j 


Dando a j los valores 1, 2, 3, ..+.. n, obtenemos: 


n-1 n=2 n-3 zen 
z + $5 t Ez tnnt lF x 
"i wz wi ai SEONI 
n-1 n-2 n”3 n 
x FZ z+ a ter... > -t A ad 
W3 Ws Wa Wa 1 - XW3 
n-1 n-2 n-3 zoan 
x P P Honan pel G Z 
w w 2 w 3 w A - xW 
n n n n n 


Sumando estas igualdades miembro a miembro y observando 
que la suma de cada columna del primer miembro es cero, 
menos la última que es n, resulta: 


A e E O A 
E O A E TA Ere zm hoo..ot e } 


51, 


52. 


36. 


Si w es una raíz n-ésima primitiva de la unidad demostrar 


que: 
2 n-1 
PS _H— PE IF — 5 = 2 
1 - x Ww_ Xx WO =x w - X 1 - xP 
Solución 


si Wir War Wzr «+... Wp SON las raíces de X => 


sabemos que: 


1 1 1 1 n 
HR t AAA t AAA e IT A AAA 
1 -wx 1- W, l - w¿X 1 - w,Xx y x’ 
Sea w, = w, entonces: w, = m2; Wa, = We; w = w’ 

e 1 r . 2 r 3 fjoa..n.o no y 
la igualdad anterior se expresa por: 

1 , 1 1 1 n 
a IN PS NENAS TE A O + = = 
1 - wx Tos X 1- wx 1 - wx 1 ~ x’ 


n-1 


Amplificando la primera fracción por w » la segunda por 


n”2 n-3 


wW , la tercera por w y así. sucesivamente se tiene: 


Si Wir War Wzr seses W, Son las raíces n-ésimas de la ur 


nidad y k un entero, calcular la suma: 


53. 


37. 


Solución 


Si k es múltiplo de n, será de la forma k = pn donde 
p es número entero, entonces. para todo wj tenemos: 
w awn Pe w ai E Ln 
J J J 
y en este caso la suma pedida es S = n 
Consideremos ahora el caso en que k no es múltiplo de n. 
Si a es una raíz primitiva de orden n de la unidad, las 


2 3 
demás raíces serán: af, a, .... qe 


Entonces tendremos: 


n k _ ¿nk 
2 y E sl ar qe aK + yk torcr.rt aPK = a (1 E ) 
j=1 l l-a 
; nk n, k 
Ahora considerando que a = (a )” = 1, la suma pedida, 


en este caso resulta ser: S=0 
si Oy? Ugreessap 0, Son las raíces de la ecuación x” = a, 


calcular la suma: 


Determine que curva debe recorrer el complejo z para 


que w= (z + 1)/(z - 1) sea imaginario puro. 


54. 


38. 


solución 
Sea z = x + iy, entonces: 
z + 1 x+ 1+i x? + 2 1 - 2 yi 
wW na = xX toi tiy = 
z= 1 x- 1+ iy (x - 1)% + y 


y para que este complejo sea imaginario puro debe ser: 


x? + y? -1i=0. Así z debe recorrer una circunferencia 


con centro en el origen y radio uno. 


Sea a = a + ib un complejo fijo y z= x + iy un com” 


plejo que recorra la recta y = mx +n. 
Determinar que curva recorre el complejo w= qa + Z., 
Solución 
Considerando que z = x + iy = x + i(mx + n), resulta que: 
u+ ivaławsa + ib + x + i (mx + n) 
de donde: 
us atx v=mxtn+b 
eliminando x entre estas dos igualdades, obtenemos 
y=mu + (n + b - ma) 


Ecuación que nos indica que w= u + iv recorre una rec” 


ta paralela a la recta y = mx + na. 


55. 


56. 


39. 


La suma de dos complejos variables Z Y 2 dividida 


2 
por la diferencia de ellos da un imaginario puro. pe- 
muestre que los complejos Z Y Zz, se desplazan sobre 


una circunferencia con centro en el origen. 
Solución 


Sean los complejos z} = (X4; X3) Y 2,“ (X3: Y3); 
entonces: 

27 + Z3 a (Xy + E + iy, + Yp) 

2 = 2, nxa) Fiy - Y2 


24 +2) (6 + y +i (XX 2) (yy +Y 9) 7 (x1 4x2) (y, 7Y2) 
; gm Sime 


4 


YA =z (x4 = x)? + (Ya pr Y 2) 
y para que este complejo sea imaginario puro, debe ser: 


2 2 2 2 2 2 2 


5 2 
= K e As e 0 osea X; + Y, FX, 


Xy + Ya 
resultado que nos muestra que |z} = zz], o sea 2, Y 
Z, se desplazan sobre una misma circunferencia con centro 
en el origen. 


Un complejo z = x + dy se mueve sobre la recta 
3x + 4y +5 = 0. Demostrar que el valor mínimo de |z| 


es uno. 


40. 


Sabemos que |z| , geométricamente representa la distancia 
de z al origen. Como z recorre la recta 3x+4y+5 = 0, 
el número real |z| es la longitud del trazo que une el 
punto z de la recta con el origen. Obviamente este tra- 
zo |z| tendrá longitud mínima cuando él sea la distancia 


del origen (0,0) a la recta 3x + 4y +5 = 0, así entonces; 


mínimo |z| == ===_= = 1 


Un complejo z = x + iy se desplaza en el plano xy de 
modo que |2z - 1] = |z - 2| , determinar que curva recorre. 
La condición impuesta se expresa por: 

|(2x + 1) + 2yi] = |(x - 2) + yil] 


2 2 


(2x - 1)% + 4y E E Ey 


Efectuando las operaciones indicadas se obtiene: 


x? + y? = 1, resultado que nos indica que z recorre una 


circunferencia con centro en el origen y radio uno, 


58. 


59. 


41. 


Determinar el lugar geométrico de un complejo z = x + iy 


que verifica la condición: |(1 + i)z - (1 + 3i)| < 1. 
Solución. 
El complejo z es tal que el módulo de: 
w= (1 + i)(x + iy) ~ (1 + 31) = (x - y - 1) + i(x + y - 3) 
verifica la condición: 

x- y-1?+ (+ y-39< 1 
o sea: 

(x - 2 kely jj 5 


Así el L.G. del complejo z es un circulo de centro (2,1) 


y radio 1/vy 2. 


si w es una raíz cúbica compleja de la unidad, demostrar 
que los puntos: 

24 = 1 - yw Z, FS Wow o 1 
son los vértices de un triángulo equilátero. 


Solución 


27 E 27 , T 
Sea w = cos 3 + íi sen =3 = cis ys entonces: 


60. 


42. 


A EE Es E Ja 21 
Z3 e W w æ (1 w w= Zi cis 3 

== 2 _ = 2. 3 "æ 2 = 21 
Z; =W l=w wo s= (w wo) w Z» cis 3 


Así Z, €S Z] rotado en 120° y 27 eS Z, rotado en 1205 
O sea Z4, Z} Y 2, son los vértices de un triángulo equi- 


látero. 


Si w es una raíz cúbica compleja de la unidad, demostrar 
que el triángulo cuyos vértices son: Zz, ZW, zw? es equi- 


látero. 
Solución 


Como: 1, w y y? son las tres raíces cúbicas de la uni- 
dad, los complejos: z, zw y zw? son las raíces cúbicas 
del complejo o= z. Siendo Z, ZW y zw? raíces cúbi- 
cas de un mismo complejo,ellas tienen todas el mismo módu- 
lo |z| = |zw] = | zw? | ; de aquí que los puntos z, zw, 
y zw? están en una misma circunferencia con centro en el 


origen y radio |z|. 
Finalmente: 
arg zw = arg z + 120° arg zw? = arg z + 240° 


Así el triángulo de vértices: z, zw y zw? es un trián- 


gulo equilátero, 


61. 


62. 


43. 


Los vértices A, B y C de un triángulo se mueven de modo 


que: 


donde k es constante. Demostrar que el triángulo ABC 


permanece semejante a si mismo. 
Solución 
De la condición dada resulta: 


lec- A| 
JSB] 


= |k] 
igualdad que nos indica que la razón entre los lados AC 
y BC es constante. 


Da la hipótesis también se tiene: 


Aa 


arg E > arg (2 ~ A) - arg (C - B) = arg k 


o sea: <) (ACB) = arg k ; luego el ángulo que: forman los 


lados AC y BC es constante y por lo tanto el triángulo 


ABC permanece semejante a si mismo. 


Los complejos 2Z=X<3+iy y w=-=u+jdiv verifican siem- 


pre la igualdad: 


2 
w=z+ + a € IR 


63. 


44, 


Determinar que curva recorre w cuando z recorre la 


circunferencia x? + y? = r?, con r? AF a“. 


Solución 


De la condición dada, se obtiene: 


2 2 
a x a 
u= x+ >= A ag 
r? r 
entonces: 
a? a? 
x= u/(1 +=) y =v /(01-*3%) 
a r 


Ahora si z recorre la circunferencia x? + y? = r?, 
tendremos: 
2 2 


u E 


2 + al)? (r 


(r 


resultado que nos indica que w recorre una elipse de 


semiejes (r? + a?) Y (r? - a?). 


Los complejos variables z = x + ly y w= u + iv, ve- 
rifican siempre la igualdad: w = z? + a, donde a es 
un real. Determinar el L.G, de w, cuando z recorre: 


(a) La circunferencia x? + y? = 1 


(b) La recta x 


a 
5 


64. 


45. 


Solución 
La condición w = z? + a, se expresa por: 
u = x? E y? = ä v = 2xy 


Tomando primero x? + y? = 1 y eliminando x e y entre 


las tres igualdades se obtiene: 


tan e a 


resultado que nos indica que en este caso. el L.G. de w 


es una circunferencia de radio uno y centro (~-a, 0). 


Finalmente si.. z recorre la recta x = y, se obtiene: 


u= a y v= 2x2. Estas ecuaciones muestran que w 


recorre una semirecta u = a, paralela al eje u con v 


no negativo. 


Los complejos z y w verifican siempre la relación: 


Determinar el L.G, de w cuando z recorre 
la) La circunferencia: |z| = 1 


(b) El eje de ordenadas. 


65. 


46, 


Solución 
De la condición dada se obtiene: 


w ~ (1 + 41) A w~ A 
w~ (4 + 1) w~ B 


w D 
iol 


++ 
pe œ 


zZz = con 


t 


Anora cuando |z| 1, se obtiene: 


PO E O A 
pa = B] 


igualdad que nos indica que w recorre la simetral del 
trazo AB, pues |w- A| = |w- B] 

Finalmente cuando z recorre el eje de ordenadas su ar-~ 
gumento es (+ 1/2) o  (- 1/2), luego: 


arg z = arg z =- > = 1 


NE] 


o sea los complejos (w ~ A) y  (w- B) son ortogonales 


y entonces w recorre una circunferencia de diámetro AB. 


Los complejos A y B son las raíces de la ecuación: 


22 - (8 + 51) z + (8 + 261) =0 


Determinar un complejo C = x + iy, de tal modo que el 


triángulo ABC sea equilátero. 


66. 


47. 


Solución 


Resolviendo la ecuación se encuentra: Aa 6 + i y 
B = 2 + 4i. Ahora.como. el. triángulo.. ABC..es equilátero, 


tenemos |AB| = |Bc| = |CA| y considerando que: 


EE a2 


las]? = |B - aj? 


[BC] Je - BJ? (x - DEA ly - 4)? 


[ca] = |a- c|?= q(x- 6)? + (y - 1)? 


il 
1 


se obtiene el sistema: 
A Ms (x - 2)? + (y - 4)? = 25, 


que nos då las soluciones: 


e ay a c, = 2343, 45-443 


Los cuatro números complejos A, B, C y D son concíclicos. 
Demostrar que el número (C - A) (D ~ B) / (C - B) (D - A) 


es real. 
Solución 


Como los puntos A, B, C y D son concíclicos se tiene: 


67. 


< (ACB) 


C-A 
arg E 


CRA, OSA: 
C-B i DSB 


arg ( 


y esta igualdad es suficiente para afirmar que el número: 


tl 


C-A _D-A _ (C-A) (D - B) 
C-B: D-BR — (C-B) (D- A) 


es real, pues su argumento es nulo. 


48, 


< (ADB) 
D-A 
arg 58 


D-A 


o E 


Los vértices opuestos A y C de un rombo ABCD 


2 DA 2 
dados por las raices de la ecuación z 


Determinar una ecuación de segundo grado que dé los otros 


dos vértices. 
Solución 


Las raíces de la ecuación dada son A 


C = 2(2 + 21), de aquí que la diagonal AC es bisectriz 


del primer cuadrante. Ahora como AC y BD 


2 +21 y 


0 


están 


6(1+1)z + 161 


0. 


se dimidian, 


68. 


49, 


tenemos: 
B+D=A+C=s 6(1 + i) 


Por otra parte el produc- 
to B *• D debe ser imagi- 
nario puro (ver fig.) lue- 
go él debe ser de la forma: 
B + D = ai, donde a es 
un real arbitrario. De 
las expresiones que dan B +D yB + D se obtiene la 


ecuación pedida; 2? - 6(1 + i) z + ai = 0. 


Para que el real (a) quede determinado es necesario dar 


alguna condición adicional, por ejemplo, que: 2AC = BD. 


En un cuadrado ABCD, los vértices opuestos A y C son 
las raíces de la ecuación: 22 - (6 + 8i) z + (1 + 301) = O. 


Determinar los otros dos vértices. 
Solución 


Resolviendo la ecuación se 
tiene: 


A= 4+i C=2+7i 


De aquí se obtiene para 


69. 


50. 


el punto medio M de la diagonal AC, que M= 3 + 4i. 


Entonces: 

MA = A -» M= 1 -~ 3i MC =C -=-Mz= ~} + 3i 
y como MB = i MA Y MD = i MC, resulta 
MB =B-M=3+i MD =D-M= -33-i 


de donde: B D = 3i 


ji 
[e] 
+ 
ul 
H. 
ka 


Sobre los lados de un cuadrilátero ABCD se construyen 
hacia el exterior triángulos rectángulos isósceles: ABP, 
BCO, CDR y DAS. Demostrar que los trazos PR y QS son 


iguales y perpendiculares. 


El vector PA es el vec- 
tor PB  rotado positiva- 


mente en 90%, luego: 
A 0 a i 


de aquí despejando P se 


; h S AABI 
obtiene: P roa 


De análoga manera resul- 


ta: 


a BE Cl ¿CAF ID D - Ai 
A A A e 
entonces: 


= (A) - B- D)i 


RP =P -R TT 


=a (B~ D) - (0 - A)i 


SS ai 


O sea: (P - R) 


i(Q - S), lo cual implica |P - R|= jo - s| 


y PR | so. 


A, B, C, P, Q y R son números complejos tales que: 


a E E 
A B C = 0 
P Q R 


Demostrar que los triángulos ABC. y POR son semejantes. 
Solución 


De la condición dada se obtiene sin dificultad que: 


Esta igualdad de números complejos implica 


lc -a| _ |R-P| C-A _ R= P 
[TB] * REG] Y arg =E MÉRITO 


71. 


y estas igualdades muestran que los 


entre ellos igual, 


Los complejos A, B y C 


lo que garantiza 


son los vértices de 


52. 


su semejanza. 


un triángu- 


10 equilatero: Demuestre- que: 
2 
a” + p? + c? = A Bot Bo Cot OC SCA 
Solución 
c Como el triángulo ABC es 


A B 


C-A L_A-B_ B-C 


B-A C= EB AC 


Tomando estas igualdades dos 


y extremos, resulta: 


2 


Có-C:-B-A:C+A:B= 


A$+Br.c 


AA E 


p? SABIS 


ESF PBI 


A-C-B+C:A= 


1 


equilátero, tenemos: 


C-A = (B-A) cis (1/3) 
A-B = (C-B) cis (1/3) 
B-C = (A-C) cis (1/3) 
de donde: 
cis (1/3) 


dos y multiplicando medios 


‘A-B -AT+A>B 
Bo c? S B? HBa SG 
a A? z c? +$C0A 


72. 


53. 


De donde sumando miembro a miembro se obtiene la igualdad 


propuesta. 


Demostrar que una circunferencia de centro C y radio r, 


se puede expresar por: 


donde t es una variable real. 


Solución 
Sea CA=r y < (ACP)= Q 
A n p i i ži E 
O siendo P un punto cual- 
\ quiera de la circunferen- 
Entonces: 
OP = OC + CP 
OP = OC + CA cis ọ 
o sea: 


P $ 
cos $ + i sen 5 


cos (- $) +i sen (> $ 


$ : $ 
cos 5 + i sen 5 
E T. 2 a La 2d 
$ : $ 1 ~- i tg (9/2 
cos 5 - i sen $ 
2 2 
Finalmente haciendo tg(4/2) = t se tiene la igualdad 


propuesta. 


54. 


73, Si 4 es variable , A y B complejos fijos, demostrar 


que la circunferencia de diámetro AB se expresa por: 


2P = A(1 + cis 9) + B(1 ~ cis () 


Solución 


Sea M el punto medio del 
diámetro AB y P un pun- 
to cualquiera de la circun- 
ferencia, determinado por 
el ángulo variable 


< (AMP) = Q 


Entonces: 
OP = OM + MP = OM + MA cis 0 
P=M+ (A-M) cis ọ 
pea Enae AE cis 4 
2P ='A( 1 + cis 0) + B(1 - cis q) 
74. Dados los complejos A y B determinar un complejo C, 


de tal modo que el triángulo ABC sea equilátero, 


75. 


55. 


Solución 
El complejo buscado C es 
e tal que: 
CS Rio 
paa 
Ci om 
a A Ba 
n Es decir el complejo 
(C - A)/(C - B) tiene mó- 
dulo uno y argumento (1/3), 
o sea: 
S - 5 = cos (1/3) + i sen (1/3) = a 


De aquí despejando C, se tiene la solución buscada: 


A - aß 


Una comprobación simple de este resultado se obtiene to- 


mando A= -1; y B= 1 -ya que obviamente: debe encontrarse 


c= iy3 o bien C = -i VES 


Demostrar que en todo triángulo ABC se tiene: 


3 


3 b cos(a - 28) + 3ab” 


a” cos 38 + 3a? 


cos (20-8)+b>c0s 3a= c3 


56. 


solución 

Fácilmente se establece que en todo triángulo se tiene: 
x= bcosqa+acosg=cC y= b sena -asenf8=0 
_De quí elevando «al cubo-el complejo: x + iy resulta: 


(x + iy)? = {b cis a + a cis (- 8) = e? 


(3 


O sea: 


cd = pb? cis 30 + 3b% a ciela > 8) + 3 ba? ciela - 28). 


+ a? cis (-38) 
De donde igualando partes reales queda: 


2 


3 cos 3a + 3p? a cos(2a --8):+: 3ba* cos la = 28) 


co” = b? 


+ a? cos 38 


